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Проблема створення автономних мобiльних роботiв з бортовими обчи-
слювальними засобами для виконання наперед заданого набору задач
дуже актуальна в сучасному свiтi. Причому до математичних, алгори-
тмiчних та програмних засобiв пред’являються дуже високi вимоги тому,
що основною науково-технiчною задачею сьогодення залишається мiнiа-
тюризацiя. Саме тому багато уваги придiляється знаходженню таких
математичних методiв обчислення, завдяки яким стає можливим змен-
шити мiсце в пам’ятi бортового процесора для розташування програми.
Основнi положення
Iнтелектуальний мобiльний робот-манiпулятор (IМР) – це багато-
ланковий механiзм з елементами штучного iнтелекту (ШI), що рухається
за допомогою комплексу пневмо-, гiдро- або електроприводiв
Для побудови траєкторiї багатоланкового манiпулятора використову-
ється поняття сплайну. Традицiйною сферою застосування сплайнiв в
iнженернiй практицi стали системи автоматизованого проектування та
комп’ютерної графiки.
Сплайном називають функцiю, яка на кожному вiдрiзку iнтерполя-
цiї є алгоритмiчним многочленом, а на всьому заданому вiдрiзку безпе-
рервна разом з декiлькома своїми похiдними. Назва такого роду кривих
походить вiд англiйського слова spline – гнучка лiнiйка, що використо-
вується креслярами для проведення лiнiй. Це зв’язано з тим, що якщо на
площинi вiдмiтити табличнi точки i розмiстити гнучку лiнiйку ребром до
площини так, щоб вона була зафiксована в цих точках, то лiнiйка набере
форми, що мiнiмiзує її потенцiйну енергiю. Сплайнам також притаманна
унiверсальнiсть та гнучкiсть в задачах iнтерполяцiї та апроксимацiї.
Iнтерполяцiя це вiдшукання промiжних значень багаточлена ϕ (x),
який набирає у заданих точках xi тi самi значення yi, що i вихiдна
функцiяf(x), тобто
ϕ (xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, x0 = a, xn = b. (1)
При цьому вважається, що серед значень xi немає однакових, тобто
xi 6= xj при i 6= j. Точки xi називають вузлами iнтерполяцiї, многочлен
ϕ (x) – iнтерполяцiйним многочленом.
Таким чином, особливiстю iнтерполяцiї є те, що апроксимуючий мно-
гочлен ϕ (x) проходить через табличнi точки, а в iнших точках пiдрiзка
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[a, b] вiдображає функцiю y = f(x) з деякою точнiстю. Якщо один i той
самий многочлен ступеню n iнтерполює f(x) на усьому вiдрiзку [a, b], то
говорять про глобальну iнтерполяцiю.
Апроксимацiя, або наближення – науковий метод, що полягає в за-
мiнi одних об’єктiв iншими, у тому або iншому змiстi близькими до ви-
хiдних, але бiльш простими. Апроксимацiя дозволяє дослiджувати чи-
словi характеристики i якiснi властивостi об’єкту, зводячи завдання до
вивчення бiльш простих або бiльш зручних об’єктiв. В даному випадку
це використання вiдносно нескладних формул апроксимацiї функцiї для
наближеного визначення її значень у промiжних точках замiсть того, щоб
проводити надто дорогий експеримент для розширення таблицi значень
функцiї y = f(x).
Постановка задачi
В роботi розглядаються методи побудови траєкторiї руху манiпулятора
для пiдбору оптимальних параметрiв ланок на рiвнi комп’ютерного iмi-
тацiйного моделювання для задач функцiонування в обмежених просто-
рових умовах шахти. Вирiшення цiєї задачi є актуальним для проблеми
розвiдки в шахтному забої чи проведення ремонтних робiт у вузькому
примiщеннi iнженерної споруди [1].
Типовий приклад: розвiдка iнтер’єру iнженерної споруди пiсля ава-
рiї, коли виникає додаткова проблема обстеження принципової змiни
iнтер’єру (ще до аварiї) стислого робочого примiщення та невiдома нова
конфiгурацiя можливих проходiв.
Таким чином перед IМР поставлено багатокомпонентну задачу, що
складається з взаємопов’язаних часткових задач:
1) проникнути всередину;
2) побудувати 3D карту “оновленої” мiсцевостi;
3) прийняти необхiдну форму для виконання поставленої задачi;
4) вiдшукати та захватити (або включити /виключити) потрiбний пре-
дмет.
Метою iмiтацiйного моделювання є прорахування ряду типових
прикладiв-ситуацiй для вибору кiлькостi ланок, їх довжини та кутiв
орiєнтацiї системи управлiння манiпулятора, а також навчання кори-
стувачiв роботi з цим пристроєм.
Iмiтацiйне моделювання передбачає вирiшення таких задач:
• визначення траєкторiї руху захвату манiпулятора (за допомогою
сплайн-функцiй), якщо конфiгурацiя тунелю наперед вiдома;
• реалiзацiя руху захвату манiпулятору за побудованим сплайном. Пiд
час перемiщення ланцюгiв манiпулятору та його захвату потрiбно до-
тримуватись побудованої траєкторiї, що проходить в центрi тунелю;
• пошук оптимальної довжини сегментiв манiпулятора;
• реалiзацiя руху захвату манiпулятора за методом перевiрки зiткнень
“сфери безпеки” з поверхнями тунелю на кожному кроцi. Якщо зi-
ткнення вiдбулося, тодi здiйснюється поворот сегменту манiпулято-
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ра. Цей метод використовується коли конфiгурацiя тунелю наперед
невiдома;
• визначення кутiв орiєнтацiї шарнiрiв на кожному кроцi.
Методи побудови траєкторiї на основi кубiчних сплайнiв
Далi наведено порiвняння трьох алгоритмiв для вiдновлення гладкої
просторової траєкторiї вiдповiдних елементiв IМР крiзь тунель в стисло-
му, вузькому просторi, типу аварiйного штреку шахти пiсля обвалу порiд.
Для проникнення у вузький прохiд завалiв на основi вiдео розвiдки
потрiбна адаптацiя конструкцiї манiпулятора робота, а саме вибiр числа
ланцюгiв манiпулятору. Розгляду цiєї задачi буде присвячена окрема пу-
блiкацiя.
Метод 1. Кубiчна сплайн-iнтерполяцiя.
В даному методi треба розв’язати СЛАР розмiрностi лише (n − 2) вiд-
носно других похiдних сплайну у внутрiшнiх вузлах таблицi.
Кубiчнi полiноми, що утворюють сплайн, шукаємо у виглядi:
Si (x) = ai+bi (x− xi)+ci (x− xi)2+di (x− xi)3 , x ∈ [xi, xi+1] , i = 1, 2, . . . n−1.
(2)
Похiднi сплайну:
SIi (x) = bi + 2ci (x− xi) + 3di (x− xi)2 , SIIi (x) = 2ci + 6di (x− xi) .
Для знаходження коефiцiєнтiв ai, bi, ci, di, запишемо, як i в попере-
дньому випадку, умови iнтерполяцiї та диференцiювання:
Si (xi) = yi, Si (xi+1) = yi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1,
SIi (xi+1) = S
I
i+1 (xi+1) , S
II
i (xi+1) = S
II
i+1 (xi+1) i = 1, 2, . . . , n− 2.
Доповнивши одержанi рiвняння двома крайовими умовами наступно-
го вигляду:
SII1 (x1) = 0, S
II
n−1 (xn) = 0. (3)
Одержуємо систему з 4n− 4 рiвнянь. Якщо виключити деякi невiдомi,
її можна легко спростити. Запишемо систему докладнiше, позначивши
крок hi = xi+1 + xi:
ai = yi, i = 1, . . . , n− 1, (4)




i = yi+1, i = 1, . . . , n− 1, (5)
bi + 2cihi + 3dih
2
i = bi+1, i = 1, . . . , n− 2, (6)
2ci + 6dihi = 2ci+1, i = 1, . . . , n− 2, (7)
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c1 = 0, (8)
2cn−1 + 6dn−1hn−1 = 0. (9)







, i = 1, . . . , n− 2, dn−1 = −cn−1
3hn−1
(10)
Пiдставляємо diта ai в (5):





h3i = yi+1, i = 1, . . . , n− 2,
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hi+1, i = 1, . . . , n− 3,
yn−1 − yn−2
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− cn−1 + 2cn−2
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Одержуємо систему n − 2 рiвнянь вiдносно величин Сi(i = 1, . . . , n −
1). Оскiльки iз (8) С1 = 0, то кiлькiсть невiдомих збiгається з кiлькiстю
рiвнянь. Пiсля нескладних перетворень система набирає вигляду:
2
664
2 (h1 + h2) h2
h2 2 (h2 + h3) h3
. . .




























Таким чином, для побудови сплайну у виглядi (2) необхiдно :
1. Розв’язавши систему (12), знайти величини c2, . . . , cn−1. Взяти c1 = 0.
2. За формулами (10) обчислити d1, . . . , dn−1.
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3. За формулами (11) обчислити b1, . . . , bn−1.
4. Взяти ai = yi, i = 1, . . . , n− 1..
За коефiцiєнтами сплайну, побудованого у такому виглядi, можна лег-
ко оцiнити його похiднi у вузлах таблицi:
bi = S
I
i (xi) , ci =
SIIi (xi)
2
i = 1, . . . , n− 1.
Метод 2. Сплайн Алберга, Нельсона, Уолша.
Цей метод бiльш детально розглядається в попереднiй роботi [2].
Посилаючись на [3], маємо деяку матрицю розмiрностi N , значення
для x та y при i = 0. . . N. Позначимо крок, як hk = xk − xk−1 для k =
1 . . . N−1. Для того щоб знайти значення функцiї S∆k = ax3+ bx2+ cx+d,
де k = 1 . . . N − 1 виконаємо наступнi дiї:




2 λ0 0 . . . 0 0 0
µ1 2 λ1 . . . 0 0 0
0 µ2 2 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2 λN−2 0
0 0 0 . . . µN−1 2 λN−1




де λj = hj+1 (hj + hj+1)
−1, µj = hj (hj + hj+1)
−1, i = 0, N












− yk − yk−1
hk





yk−1 − 2yk + yk−1
h2
(15)
3. Знаходимо зворотну матрицю A−1.




a−1k,j · dk (16)
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Для M0 беремо j = 1, для MN беремо j = N − 1.
6. Знаходимо коефiцiєнти потрiбної нам функцiї на всiх iнтервалах та
будуємо сплайн, який має вигляд багаточлену:
S∆k = ax


































Для спрощення розрахунку п’ятого пункту пропонується використо-
вувати наступнi формули обчислення M0 та MN . Виходячи з:
µiMi−1 + 2Mi + λiMi+1 = di (23)
Отримуємо:
Mi−1 =




di − 2Mi − µiMi−1
λi
(25)
З (24) розраховуємо M0 для i = 1:
M0 =
d1 − 2M1 − λ1M2
µ1
(26)
З (25) розраховуємо MN для i = n− 1:
Метод 3. Вдосконалений метод [4].
Очевидно, що для обчислення моментiв {Mj}N0 у попередньому методi
застосовується вiдомий метод прогонки. Даний метод є вдосконаленням
попереднього, дозволяє при оптимiзацiї кiнцевих умов для вирiшення за-
дачi згладжування опуклими сплайнами отримати явне представлення
елементiв A−1розмiрностi N × N через елементи аналогiчних матриць
менших розмiрностей N1 ×N1 та N2 ×N2, при чому N1 +N2 = N + 1.
Послiдовне застосування цього методу декiлька разiв дозволяє звести
задачу перетворення трьох дiагональної матрицi A вищої розмiрностi до
бiльш простої задачi про перетворення однiєї чи двох матриць меншої
розмiрностi, спираючись на лему.
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Лема 1 дозволяє вiд представлення моментiв деякого кубiчного сплай-
ну з матрицею A загального вигляду (вiдповiдно до кiнцевих умов) пере-




A˜ijMj = d˜i, i = 0, N (27)
з новою бiльш простою матрицею A˜ij = Aij(λ0 = 0, µN = 0;N,∆) та




2M0, i = 0,
di, i = 1, N − 1,
2MN , i = N,
(28)
Ця матриця A˜ вiдповiдає частим кiнцевим умовам та забезпечує iсну-
вання достатньо ефективного алгоритму побудови оберненої матрицiA−1
за допомогою простих точних формул з явним представленням для всiх
моментiв.
Висновки
В роботi наведено порiвняння трьох алгоритмiв для вiдновлення глад-
кої просторової траєкторiї вiдповiдних елементiв IМР, якi використову-
ють кубiчнi сплайни. Третiй має зменшену кiлькiсть операцiй розрахунку
без зниження точностi за рахунок скорочення кiлькостi крокiв прогону
матрицi в два рази. Метод дозволяє записати алгоритм керування кута-
ми шарнiрiв манiпулятору на бортовий комп’ютер системи управляння
iнтелектуальним роботом.
Iншими словами, пiд час тестування на етапi iмiтацiйного моделюва-
ння було з’ясовано, що вiдпрацювання вдосконаленого методу потребує
меншу кiлькiсть тактiв для виконання, що дає пiдстави стверджува-
ти про його спрощенiсть та рекомендувати до використання елементом
САПР створення багатоланкових роботiв - манiпуляторiв, зокрема мало-
габаритних, здатних за рахунок комбiнованої взаємодiї ланок в часi i
просторi рухатися вздовж траєкторiї, забезпечуючи мiнiмальне вiдхиле-
ння вiд оптимальної iдеально-гладкої кривої.
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